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Exercice 1

Soit f une fonction de classe C2 de [a, b] dans R telle que : f(a) = f(b) = 0
Montrer que :

(∀x ∈ [a, b]) (∃c ∈]a, b[) tel que : f(x) = (x−a)(x−b)
2 f”(c)

(On pourra considèrer, pour tout x ∈]a, b[, la fonction :

ϕ : [a, b] 7−→ R
t 7−→ f(t)− A

2 (t− a)(t− b)

avec A = 2f(x)
(x−a)(x−b) )

Exercice 2

Décomposer le polynôme P (x) = x4 + 12x− 5 en un produit de deux trinômes ( polynômes de
degré 2 ) sachant qu'il admet deux racines distinctes α et β dont la somme est 2.

Exercice 3

Soit n un entier natirel non nul et θ un réel. Déterminer le reste de la division euclidienne du
polynôme (x sin θ + cos θ)n par x2 + 1.

Problème

On cherche à déterminer une fonction f de R+ = [0,+∞[ dans R, qui soit continue sur R+ ,
dérivable et de dérivée continue sur l'intervalle ouvert ]0,+∞[, et telle que :

(1) ∀x ≥ 0, f(x2) = [f(x)]2

1. a) Montrer que ∀x ≥ 0, f(x) ≥ 0
b) Quelles sont les fonctions constantes qui peuvent convenir ?

2. Soit a ∈]0, 1[. On considère la suite un = f(a2n

) pour n ≥ 0. On suppose f solution du
problème.

a) Montrer que cette suite est convergente. Quelle est sa limite ?

b) Montrer que f(a) ne peut pas être supérieure à 1.

c) Montrer que si f(a) = 1, la fonction f est constante sur [0, 1].
d) Que dire de f(a) si f est non constante sur [0, 1] ? Que veut alors f(0) ?
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3. On suppose toujours a ∈]0, 1[. On considère la suite vn = f(a2−n

) pour n ≥ 0.

a) Montrer que cette suite est convergente. Quelle est sa limite ?

b) Montrer que si f(a) = 1, la fonction f est constante.

c) On suppose f non constante ? Que veut alors f(1) ?

4. On suppose f non constante.

a) Montrer que f(x) 6= 0,∀x > 0.

b) On pose alors g(x) = xf ′(x)
f(x) . Exprimer g(x2) en fonction de g(x).

c) Montrer que la fonction g est constante.

d) En déduire toutes les fonctions f solution du problème.
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